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函数的基本知识

(1) 定义

(2) 函数的递推公式

时，有为正整数特别的，当

(3) 当 时
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第三章   特殊函数

在应用分离变量法解其他偏微分方程的定解问题时，也会导

出其他形式的常微分方程边值问题，从而引出各种各样坐标函

数系。这些坐标函数系就是人们常说的特殊函数。
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3.1  贝塞尔方程及贝塞尔函数

一、贝塞尔方程的导
出

在应用分离变量法解决圆形膜的振动问题或薄圆盘上瞬时温度分

布规律时，我们就会遇到贝塞尔方程。下面，我们以圆盘的瞬时温度

分布为例来导出贝塞尔方程。
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设有半径为   的圆形薄盘，上下两面绝热，圆盘边界上的温度始

终保持0度，且初始温度分布为已知，求圆盘内的瞬时温度分布规律。

我们用           来表示时刻   圆盘上点         处的温度函数。
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这个问题归结为求解下列定解问题：
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应用分离变量法求这个问题的解。为此，令

代入方程(1)得

用 乘之，得
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方程(4)的解为

亥姆霍兹方程

由边界条件(2)有
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为了求解方程(5)满足条件(6)的非零解，
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我们采用平面上的极坐标系，则得定解问题
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再令 代入方程(7)得

两端乘以 移项得

于是有 (9)

(10)
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由于温度函数 是单值的，所以 也必是单值函数，即

求解常微分方程的边值问题
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将 代入方程(10)得

(11)

该方程叫做n 阶贝塞尔方程。

由边界条件(8) 可知

另外，由于圆盘上的温度是有限的，特别在圆心处也应如此，

由此可得
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因此，原定解问题的最后解决就归结为求问题

的固有值与固有函数。

若令 并记

(11)

将上式代入方程(11)可得

则

(12)

方程(12)是具有变系数的二阶线性常微分方程，它的解称为贝塞尔函
数。(有时称之为柱函数)。
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二、贝塞尔函数
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由微分方程解的理论知：方程(12)有如下形式的广义幂级数解：

(13)

其中 为常数，下面来确定

为此，将(13)以及

带入方程(12)
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下面分三种情形讨论
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情形1 如果 不为整数(包括0)和半奇数，则 也不为整数。

先取 代入(15)得 代入(16)得
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数理方程：第三章：特殊函数



)22(2

0

2
+

−=
n

a
a ,

)1(122

0

+
−=

n

a

)42(4

2
4

+
−=

n

a
a

)42)(22(42

0

++
=

nn

a

,
)2)(1(1224

0

++
=

nn

a

,
)()2)(1(!2

)1(
2

0

2
mnnnm

a
a

m

m

m
+++

−=





=

+=
0

)(
k

ks

k xaxy ),0( 0 a (13)

.
)2(

2

knk

a
a k

k
+

−= − ).,3,2(    =k (17)

另外



数理方程：第三章：特殊函数



0a 2

.
)1(2

1
0

+
=

n
a

n

),1()( += nnn

)1(!2

1
)1(

22
++

−=
+ mnm

a
mn

m

m

x由于 是任意常数，我们可以这样取值：使一般项系数中 与

有相同的次数，并且同时使分母简化。为此取

利用递推公式 则一般项系数变为

将此系数表达式代回(13)中，




=

+=
0

)(
k

ks

k xaxy ),0( 0 a (13)

,
)()2)(1(!2

)1(
2

0

2
mnnnm

a
a

m

m

m
+++

−=


数理方程：第三章：特殊函数



n

mn

m

mn xaxJ 2

0

2)( +


=

= ,
)1(!2

)1(
0

2

2




=
+

+

++
−=

m
mn

mn
m

mnm

x

)(xJ n

.0)( 222 =−++ ynxyxyx (12)




=

+=
0

)(
k

ks

k xaxy ),0( 0 a (13)

得到方程(12)的一个特解，记作

)(xJ n

m

m

m u

u 1
lim

+

→ )1)(1(4
lim

2

+++
=

→ mnm

x

m

(18)

称为 阶第一类贝塞尔函数。
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又由于

则由达朗贝尔判别法可知级数(18)在整个实轴上是绝对收敛的。
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由上公式可知
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称为第二类贝塞尔函数或诺伊曼函数。
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而此时函数 与 线性相关。
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出贝塞尔方程的通解，我们还需要求出一个与 线性无关的特解。
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由(21)式知， 是

于是(21)式的右端成
为

形式的不定型，此时我们很自然地定义

而当)(xYn )(xJ n与n当 不为整数时，由(21)式知， 是

由于n 为整数时，

)(xYn )(xJ n与n当 不为整数时，由(21)式知， 是 线性无关的，
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应用洛必达法则经过冗长的推演(可参阅H.H.列别捷夫著，

张燮译《特殊函数及其应用》，高等教育出版社，1987），得
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其中 称为欧拉常数。显然

是

)0(nY 无穷大
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.0)( 222 =−++ ynxyxyx (12)

),()()( xDYxCJxy nn +=

n 是否为整数，综上所述，不论

n 为任意实数。DC  ,其中 为任意实数，

),()()( xJxJ n

n

n 1−=−

n当 为偶数时， )(xJ n 为偶函数；

n当 为奇数时， )(xJ n 为奇函数。

n当 为半奇数时，留在下一节讨论。

贝塞尔方程(12)的通解都可表示为

另外，由 推出，

情形3

n 为整数时，
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3.2  贝塞尔函数的递推公式

不同阶的贝塞尔函数之间有一定的联系，本节来建立反映这种联系的递

推公式。
,
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−−
= (21)
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dx
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dx
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n
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由 的表达式(18)可推出下列两个基本递推公式：

(25)

(26)
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(25)

(26)

事实上，在(18)式的两边乘上 然后对 求导，得
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同样可以证明公式(25)。
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(25)

(26)

先后消去 与 则得

(27)

(28)

显然(25)(26)式与(27)(28)式是等价的。
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如果将以上两式左端的导数表出，化简后则得
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(28)

)(1 xJ n− )(xJ n与 )(1 xJ n+若已知 之值，由(27)式可算出 之值。

这样一来，通过(27)式，可以用0阶与1阶贝塞尔函数来表示任意正整

数阶的贝塞尔函数。特别的，当 0=n

);()( 10 xJxJ −=

时，由(26)式得
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对于第二类贝塞尔函数，也有如下的递推公式成立：
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为半奇数时的贝塞尔函数的一个重要特点是可用初等函数表示。

先计算 由(18)式得
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应用公式(27)得
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这里为了方便起见，我们采用微分算子 它是算子 连续作用

次的缩写。例如

一般的，有
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在球坐标系下
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sin sin
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Laplace方程的表达式为   
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3.3 勒让德方程的引出
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令 ( ) ( ) ( ) ( ), ,u r R r    = 代入上式得
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引入参数 ( )1n n + 分解整理得
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欧拉方程通解
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1 2
,A A 为任意常数。
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求函数方程两端同时乘以 2
sin  并移项得
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引入参数  分解可得两个常微分方程
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第一个方程与自然周期条件 ( ) ( )2   =  + 结合，构成本征值问题

( ) ( )
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2

" 

  

 +  =

 =  +

解之可确定本征值 2 0 1, , ,m m = =  和相应的本征函数

( ) cos sinA m B m   = +
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( )
2 2

2 2
1 0cot

sin

d d m
n n

d d


  

  
+ + + −  = 

 

第二个方程为



连带的勒让德方程

令 cosx = ，并记 ( ) (cos )P x = 

( ) ( )
2 2

2

2 2
1 2 1 0

1

d P dP m
x x n n P

dx dx x

 
− − + + − = 

− 
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勒让德方程( ) ( )
2

2

2
1 2 1 0

d P dP
x x n n P

dx dx
− − + + =

m=0时



( ) ( )
2

2

2
1 2 1 0

d y dy
x x n n y

dx dx
− − + + =

考虑勒让德方程

( )2

0 1 2
( )

c k

k
y x x a a x a x a x= + + + + +

将其代入勒让德方程，得

0

2

0

1 1

1 0

[( )( ) ( )]

( )( )

k c

k

k

k c

k

k

k c k c n n a x

k c k c a x


+

=


+ −

=

− + + + − + +

+ + − =





令
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3.4 勒让德方程的求解



2 1

0 1

2

0

1 1

2 1

1 1 0

( ) ( )

{[( )( )

[( )( ) ( ) ]}

c c

k

k

k c

k

c c a x c c a x

k c k c a

k c k c n n a x

− −



+

=

+

− + + +

+ + + +

− + + + − + =



0

1

2

1 0

1 0

2 1 1 1 0

( )

( )

( )( ) [( )( ) ( )
k k

c c a

c c a

k c k c a k c k c n n a
+

− =

+ =

+ + + + − + + + − + =

0 1

0 1

c

c

 =

 =

或＝

或＝－

比较可得

2

1 1

1 2

( )( ) ( )

( )( )
k k

k c k c n n
a a

k c k c
+

+ + − +
 =

+ + +

＋

＋
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c =0时

2 0

( 1)

2!

l l
a a

− +
= 4 2 0

(2 )( 3) (2 )( )( 1)( 3)

4 3 4!

l l l l l l
a a a

− + − − + +
= =



2 0

(2 2 )(2 4 ) ( )( 1) ( 2 1)

(2 )!
k

k l k l l l l k
a a

k

− − − − − + + −
=



依此可得

2

1

2 1

( )( )

( ) ( )
k k

k n k n
a a

k k
+

− + −
=

+  +
递推公式
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3 1

(1 )( 2)

3!

l l
a a

− +
=
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1 1 2 2( ) ( ) ( )= +y x a y x a y x

其中

2 4

1

2

3 5

2

2 1

( 1) ( 2)( 1)( 3)
1

2! 4!

(2 2 )(2 4 ) ( )( 1) ( 2 1)

(2 )!

( 1)( 2) ( 1)( 3)( 2)( 4)

3! 5!

(2 1 )(2 3 ) (1 )( 2) ( 2 )

(2 1)!







 +

+ − + +
= − + + +

− − − − − + + −

− + − − + +
= − + + +

− − − − − + +

+

k

k

n n n n n n
y x x

k n k n n n n k
x

k

n n n n n n
y x x x

k n k n n n n k
x

k

2 4

1

2

3 5

2

2 1

( 1) ( 2)( 1)( 3)
1

2! 4!

(2 2 )(2 4 ) ( )( 1) ( 2 1)

(2 )!

( 1)( 2) ( 1)( 3)( 2)( 4)

3! 5!

(2 1 )(2 3 ) (1 )( 2) ( 2 )

(2 1)!







 +

+ − + +
= − + + +

− − − − − + + −

− + − − + +
= − + + +

− − − − − + +

+

k

k

n n n n n n
y x x

k n k n n n n k
x

k

n n n n n n
y x x x

k n k n n n n k
x

k



2

( 2) ( 1)

( )( 1)
+

+  +
= −

− + +
k k

k k
a a

n k k n

可以将其它系数一一推算出来，即

2

( 1)

2(2 1)
−

− −
=

−
n n

n n
a a

n

4 2

( 2)( 3) ( 1)( 2)( 3)

4(2 3) 2 4(2 1)(2 3)
− −

− − − − −
= =

− −  − −
n n n

n n n n n n
a a a

n n n

将3.4中的递推公式写成
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3.5 勒让德多项式 



为了使这些表达式能够写成比较简洁的形式, 并且使所得的多项

式在x=1处取的值等于1,取an为

2

(2 )! 1 3 5 (2 1)
( 1,2, ).

2 ( !) !
n n

n n
a n

n n

−
= = =




有

2

(2 2)!

2 ( 1)!( 2)!
−

−
= −

− −
n n

n
a

n n
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4

(2 4)!

2!2 ( 2)!( 4)!
−

−
=

− −
n n

n
a

n n

一般地当 2 0− n k 时，有

2

(2 2 )!
( 1)

!2 ( )!( 2 )!
−

−
= −

− −

k

n k n

n k
a

k n k n k

当n为正偶数时，将这些系数代入到 1( )y x 中得到

2

1 2

2
2

0

(2 )! (2 2)!
( )

2 ( !) 2 ( 1)!( 2)!

(2 2 )!
( 1)

2 !( )!( 2 )!

n n

n n

n

k n k

n
k

n n
y x x x

n n n

n k
x

k n k n k

−

−

=

−
= − +

− −

−
= −

− −



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n为正奇数时，将这些系数代入到 2 ( )y x 中得到

1
2

2

2

0

(2 2 )!
( ) ( 1)

2 !( )!( 2 )!

n

k n k

n
k

n k
y x x

k n k n k

−

−

=

−
= −

− −


这两个多项式可以统一写成        

2
2

0

(2 2 )!
( ) ( 1) , 0,1,2,

2 !( )!( 2 )!


 
 
 

−

=

−
= − =

− −


n

k n k

n n
k

n k
P x x n

k n k n k

n 阶勒让德多项式 
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l

l

l

l

kl

l

k

l x
dx

d

l
x

klklk

kl
xP )1(

!2

1

)!2()!(!2

)!22()1(
)( 22 −=

−−

−−
= −

)92cos204cos35()33035()(

)cos33cos5()35()(

)12cos3()13()(

cos)(

1)(

64
124

8
1

4

8
13

2
1

3

4
12

2
1

2

1

0

++=+−=

+=−=

+=−=

==

=









xxxP

xxxP

xxP

xxP

xP
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 图象
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 图象



勒让德多项式的微分表达式

21
( ) ( 1) , 0,1,2,

2 !
= − =

n
n

n n n

d
P x x n

n dx

多项式的Rodrigues表达式 

当为整数时,取 1 2( ), ( )y x y x

多项式，在[ －1，1 ]上有界，

2

(2 )!

2 ( !)
n n

n
a

n
= 时,

这时另一个函数仍是无穷级数，记作 ( )lQ x
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中总有一个是勒让德 

此时Legendre方程的通解为

1 2( ) ( ) ( )l ly x C P x C Q x= +



| | 1
lim | ( ) |l
x

Q x
→

= 

( )lQ x 称为第二类Legendre函数，它在[ -1，1 ]上仍是无界的.

故必须取常数 2
0c = 从而勒让德方程的解就只有 

第一类勒让德函数即勒让德多项式： 
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1 2( ) ( ) ( )l ly x C P x C Q x= +

注：法国数学家勒让德（A.M.Legendre 1725～1833）最早专门研究过在球

坐标系中求解数学物理方程问题时所遇到的一类特殊函数．由于这类函数

具有多项式形式，所以命名这类函数为勒让德函数.



综合可得如下结论：

（1）当 l 不是整数时，勒让德方程在区间 ]1,1[− 上无有界的解． 
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（2）当 l n= 为整数时，勒让德方程的通解为 

1 2
( ) P ( ) Q ( )

n n
y x c x c x= +

其中 P ( )
n

x 称为第一类勒让德函数（即勒让德多项式）， 

Q ( )
n

x 称为第二类勒让德函数. 



l n= 为整数，且要求在自然边界条件下(即要求在 

有界解的情况下)求解，则勒让德方程的解只有第一类勒让德函数即

勒让德多项式 P ( )
n

x ．因为第二类勒让德函数 Q ( )
n

x 在闭区间 

]1,1[− 上是无界的．
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则称u(x,r)为勒让德多项式的生成函数（母函数） 

0

2

1
0

P ( )       ( 1)
1

     ( 1 1)     
11 2

P ( )      ( 1)

n

n

n

nn
n

r x r

x
rx r

x r
r



=



+
=





= −  

− +  






2

1

1 2rx r− + 叫作勒让德多项式的生成函数（或母函数） 

0
( , ) ( ) l

lu x r P x r


=
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3.6 勒让德多项式的生成函数（母函数） 



如图所示，设在一个单位球的北极放置一带电量为

0
4π 的正电荷，则在球内任一点 M（其球坐标记作

 ,,r ）的静电势为 

2cos21

11

rrd +−
=


（3.6.1） 

静电势
1

d
遵从拉普拉斯方程，且以球坐标系的极轴为对称轴， 

因此，
1

d
应具有轴对称情况下拉普拉斯方程一般解的形式，
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即
1

0

1 1
P (cos )n

n n nn
n

C r D
d r




+
=

 
= + 

 
 （3.6.2） 

首先不妨研究单位球内的静电势分布．在球心 )0( =r ，电势应该是有限的，

0
l

D =

2
0

1
P (cos )     ( 1)

1 2 cos

n

n n

l

C r r
r r






=

= 
− +

 （3.6.3） 

为确定系数 n
C ，在上式中令 0= ，并注意到 (1) 1

n
P =

则得到 

0 0

1
P (1)       ( 1)

1

n n

n n n

n n

C r C r r
r

 

= =

= = 
−

  （3.6.4） 
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故必须取



将上式左边在 0=r 的邻领域上展为泰勒级数

2 31
1        ( 1)

1

lr r r r r
r
= + + + + + + 

−
 （3.6.5） 

比较（3.6.4）和（3.6.5）即知 1
n

C = ( 0,1,2, )n = 

于是（3.6.3）成为

2
0

1
P (cos )       ( 1)

1 2 cos

n

n

n

r r
r r






=

= 
− +

 (3.6.6)

若考虑单位球内、球外的静电势分布，则有

0

2

1
0

P (cos )       ( 1)
1

     
11 2 cos

P (cos )      ( 1)

n

n

n

nn
n

r r

r r
r

r



 



=



+
=





= 

− +  






（3.6.7） 
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代入 cosx = ，即为 

0

2

1
0

P ( )       ( 1)
1

     ( 1 1)     
11 2

P ( )      ( 1)

n

n

n

nn
n

r x r

x
rx r

x r
r



=



+
=





= −  

− +  





（3.6.8） 

因此
2

1

1 2 cosr r− +
或

2

1

1 2rx r− +

叫作勒让德多项式的生成函数（或母函数） 
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1 勒让德多项式的正交性

1

1

0,

( ) ( ) 2
,

2 1

m n

m n

P x P x dx
m n

n
−




= 
= +



1
2

1

2
( )

2 1
nN P x dx

n−
= =

+ 称为勒让德多项式的模值。

0{ ( )}n nP x 

=
是一个正交的函数系.
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3.7 函数展开成 勒让德多项式的级数



展开定理 设f ( x )为[-1,1]上具有一阶连续导数及分段连续的二阶导数，

且f ( －1)＝－1, f ( 1 )＝1， 则f ( x )可展开成                       

0

( ) ( )n n

n

f x C P x


=

=

1

1

2 1
( ) ( ) , 0,1,2,

2
n n

n
C f x P x dx n

−

+
= = 

上式称为f ( x )的傅立叶－勒让德级数，简称F－L级数。

其中
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例1 将函数f ( x )＝|x|在区间（－1，1）内展成勒让德多项式的级数。

解  因f ( x )在区间（－1，1）内是偶函数，而 2 1( )nP x+ 是x的奇函数，故

2 1 0,( 0,1,2, )nC n+ = = 

1 0 1

0
1 1 0

1 1 1 1
( )

2 2 2 2
C f x dx xdx xdx

− −
= = − + =  

下面计算
2 0,( 0,1,2, )nC n= = 
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( )

1

2 2
1

0 1

2 2
1 0

2 2
0 1

2 2 2 2

2 2 2 21 0

1

2

4 1
( ) ( )

2

4 1
( ) ( )

2

4 1 1 1
( 1) ( 1)

2 2 (2 )! 2 (2 )!

(4 1)(2 2)!
( 1)

2 ( 1)!( 1)!

n n

n n

n n
n n

n n n n

n

n

n
C f x P x dx

n
xP x dx xP x dx

n d d
x x dx x x dx

n dx n dx

n n

n n

−

−

−

+

+
=

+
= − +

 +
= − − + − 

 

+ −
= −

− +



 

 

从而
1

22
1

1 ( 1) (4 1)(2 2)!
| | ( )

2 2 ( 1)!( 1)!

n

nn
n

n n
x P x

n n

+

=

− + −
= +

− +

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例 2  求证勒让德多项式的递推公式

1 1( 1) (2 1)n n nn P n xP nP+ −+ = + −

0 1,P P 已知时，反复利用上式可以推出任意阶当 勒让德多项式的表达式。
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轴对称拉普拉斯方程的求解勒让德多项式的应用
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例3 球形域内的电位分布

在半径为1的球内求调和函数u ，使其在球面上满足 
2

1| cosru = =

解：在球面坐标系
2

2

2 2 2 2 2

1 1 1
sin

sin sin

u u u
u r

r r r r r


    

       
 = + +   

       

由于边界条件不依赖于  ，所以u也不依赖于

所提问题可化为下列边值问题

2

2 2

2

1

1 1
sin 0, 0 1,0

sin

| cosr

u u
r r

r r r r

u

  
  

=

       
+ =        

      
 =
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代入方程得
2( " 2 ') ( " cot ') 0r R rR R+ +  +  =

化简并引入参数 
2 " 2 ' " ctg 'r R rR

R




+  + 
= − =



分解得到两个常微分方程

2 " 2 ' 0r R rR R+ − =

" cot ' 0  +  +  =

用分离变量法求解，令 ( , ) ( ) ( )u r R r = 
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在第二个方程中，令

( 1), cos , (arccos ) ( )n n x x P x = + =  =
则有

( ) ( )
2

2

2
1 2 1 0

d P dP
x x n n P

dx dx
− − + + =

勒让德方程 

为保证函数 u 的有界性 n 只能取为整数，此时 ( ) ( )n nP x C P x=

是方程在自然边界条件 下的特征函数系.( 1)P   +
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R的方程 2 " 2 ' ( 1) 0r R rR n n R+ − + =

( 1)( ) n n

n n nR r A r B r− += +

当 0,| |nr R→ 应保持有界，故 0nB = ，即

( ) l

l lR r A r=

利用叠加原理，原问题的解可以表示为

0

( , ) (cos )n

n n

n

u r C r P 


=

=

nC 为待定系数，需由边界条件确定，代入边界条件

2

0

cos (cos )n n

n

C P 


=

=

的通解为
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cos用x代替
2

0

( )n n

n

x C P x


=

=

由
2

0 2

1 2
( ) ( )

3 3
x P x P x= +

比较系数可得
0 2

1 2
, , 0( 0)

3 3
lC C C l= = = 

因此所求定解问题的解为

2 2 2

2

1 2 1 2 1
( , ) (cos ) (cos )

3 3 3 3 3
u r P r r  = + = + −

数理方程：第三章：特殊函数
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延时符
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