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第二章 分离变量法

2.2非齐次振动方程和输运方程

§2.2 非齐次振动方程和输运方程
2.3非齐次边界条件的处理

§2.3 非齐次边界条件的处理

§2.1齐次方程的分离变数法

§2.1  齐次方程的分离变数法

2.4泊松方程

§2.4 泊松方程
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（一）、分离变数法

02 =− xxtt uau
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0),( 0==xtxu

0),( ==lxtxu

考虑定解问题： 泛定方程

边界条件

初始条件

弦两端固定
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2.1 齐次方程的分离变数法



弦两端固定，之间形成驻波 )coscos2( tkxAy =回顾

)()(),( tTxXtxu =驻波的一般式 分离变量
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（1）、 < 0

以下求X
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xx eCeCX  −−− += 21

而由边界条件 021 =+CC 021 =+ −−− ll eCeC 
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（1）、 < 0 xx eCeCX  −−− += 21

021 =+CC 021 =+ −−− ll eCeC 

00 21 == CC 0=X 0),( =txu

故  < 0 不可能
（2）、 = 0

21 CxCX +=

0" =+ XX  0"=X

02 =C而由边界条件 021 =+ClC

00 21 == CC 0),( =txu 故 =0 不可能
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（3）、 > 0

xCxCX  sincos 21 +=0" =+ XX 
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由T满足的方程
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当 n =1，称为基波；
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本征振动的线性叠加仍满足泛定方程和边界条件，故为一般解
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称为本征振动

系数

解题过程：

泛定方程

得X和 T

分离变数 边界条件得本征值

本征振动 初始条件得本征振动系数
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（二）、例题

02 =− xxtt uau

)0()(),( 0 lxxtxu tt == 

)0()(),( 0 lxxtxu t == 

0),( 0==xx txu

0),( ==lxx txu

例：两端自由振动的自由杆定解问题：

泛定方程

边界条件

初始条件

弦两端自由

)()(),( tTxXtxu =驻波的一般式 分离变量
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02 =− xxtt uau

0),( 0==xx txu

0),( ==lxx txu
边界条件

代入泛定方程
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（1）、 < 0

以下求X

0X仅得无意义的解
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（3）、 > 0
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由T满足的方程
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数理方程：第二章：分离变量法
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02 =− xxt uau

lxuu t /00==

00==xu

0==lxxu

例：细杆热传导问题，初始一端温度为0，另一端为 u0 , 
零的一端温度保持不变，另一端与外界绝热。求细杆温度

泛定方程

边界条件 初始条件

)()(),( tTxXtxu =驻波的一般式 分离变量
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代入泛定方程
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（1）、 < 0，  = 0

以下求X

0X仅得无意义的解

（2）、 > 0
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)0( by 
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例：矩形薄板的稳定温度分布问题，边界条件如图所示。 
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例：铀块的中子扩散和增殖过程。每秒钟在单位体积中产生的中子

数用 u 表示。研究厚为l的层状铀块。求临界厚度。

泛定方程
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例：薄膜的限定源扩散，膜厚为l,膜两面的表层已有一定杂质，
如每单位表面下杂质总量为 0，但此外不再有杂质进入薄膜。
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例：输电线影响带电云层与地间的电场 

柱外泛定方程

导体为等势体，不妨 u=0
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下面确定系数 0==au 边界条件
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若导体原来不
带电D0=0



例：半径为a,表面熏黑的金属长圆柱，受到阳光照射，阳光的方向垂
直于柱轴，热流强度为q，求柱内稳定温度分布。
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考虑定解问题： 泛定方程
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弦两端固定

)()(),( tTxXtxu =用式 代入方程，不能分离变量

数理方程：第二章：分离变量法

2.2 非齐次振动方程和输运方程（齐次边界条件）
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另一方法：考虑线性叠加法
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),(2 txfuau xxtt =−

0),( 0 ==tt txu
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考虑强迫弦振动定解问题：
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

=
f(x,t)表示单位长度、单位质量作用力
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现在，我们把在时间 内得到的速度增量看成是 t=   瞬时集

中得到的，而在 的其余时间里没有冲量的作用，即认为在这段时

间内没有力的作用，故方程是齐次的。 t=   时的集中速度可置于 

“初始 ”条件中， 得到的关于瞬时力引起的振动的定解方程为：
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代入初始
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于是
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数理方程：第二章：分离变量法

2.3 非齐次边界条件的处理



2、辅助函数w(x,t) 的选取
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3、其它非齐次边界条件的处理

02 =− xxtt uau

)(),( 0 xtxu tt ==

)(),( 0 xtxu t ==)(),( 0 ttxu xx ==

)(),( ttxu lxx ==

泛定方程

边界
条件

初始
条件

令 ),(),(),( txwtxvtxu += xtBxtAtxw )()(),( 2 +=

)(),( 0 ttxw xx ==

)(),( ttxw lxx ==

使 0),( 0==xx txv

0),( ==lxx txv

)2/()]()([)( ltttA  −= )()( ttB =

数理方程：第二章：分离变量法



),,( zyxfu =
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定解问题：

边界条件

泊松方程 与时间无关

不管边界条件如何，令特解 v wvu +=
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vfw −= 0=若 就转化为 Laplace 方程

例：在圆域内求泊松方程边值问题
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2.4 泊松方程



由对称性
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令特解 v
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2）、泊松方程的转化为
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边界条件

例：在0xa  0yb 上求泊松方程边值问题
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Fourier展开
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边界条件

例：研究半带形区域的电势  u(x, y) 
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等式右边作付氏展开
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