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在复变函数理论中，我们曾用拉普拉斯变换法求解常

微分方程．经过变换，常微分方程变成了代数方程，解出

代数方程，再进行反演就得到了原来常微分方程的解．

第四章 积分变换法

数理方程：第四章：积分变换法



积分变换法是通过积分变换简化定解问题的一种有效的求解方

法．对于多个自变量的线性偏微分方程，可以通过实施积分变换来减少

方程的自变量个数，直至化为常微分方程，这就使问题得到大大简化，

再进行反演，就得到了原来偏微分方程的解．积分变换法在数学物理方

程（也包括积分方程、差分方程等）中亦具有广泛的用途．尤其当泛定

方程及边界条件均为非齐次时，用经典的分离变量法求解，就显得有些

烦琐和笨挫，而积分变换法为这类问题提供了一种系统的解决方法，并

且显得具有固定的程序，按照解法程序进行易于求解．利用积分变换，

有时还能得到有限形式的解，而这往往是用分离变量法不能得到的．
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特别是对于无界或半无界的定界问题，用积分变换来求解，最合适不过

了．（注明：无界或半无界的定界问题也可以用行波法求解）

用积分变换求解定解问题的步骤为：

第一：根据自变量的变化范围和定解条件确定选择适当的积分变换；

对于自变量在 内变化的定解问题（如无界域的坐标变量）常采用

傅氏变换，而自变量在 内变化的定解问题（如时间变量）常采用拉氏变换． 

数理方程：第四章：积分变换法



第二：对方程取积分变换，将一个含两个自变量的偏微分方程化

为一个含参量的常微分方程；

第三：对定解条件取相应的变换，导出常微分方程的定解条件；

第四：求解常微分方程的解，即为原定解问题的变换；

第五：对所得解取逆变换，最后得原定解问题的解．
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用分离变量法求解有限空间的定解问题时，所得到 的本征值谱是分立的，

所求的解可表为对分立本征值求和的傅里叶级数．对于无限空间，用分离变量

法求解定解问题时，所得到的本征值谱一般是连续的，所求的解可表为对连续

本征值求积分的傅里叶积分．

    因此，对于无限空间的定解问题，傅里叶变换是一种很适用的求解方

法．本节将通过几个例子说明运用傅里叶变换求解无界空间（含一维半无界空

间）的定界问题的基本方法，并给出几个重要的解的公式． 
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4.1 傅里叶变换法解数学物理定解问题



下面的讨论我们假设待求解的函数 及其一阶导数是有限的 .

4.1.1 弦振动问题

例1  求解无限长弦的自由振动定解问题

（假定：函数 及其一阶导数是有限的)
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简化表示为 

对其它函数也作傅氏变换，即为

解 应用傅里叶变换，即用 遍乘定解问题中的各式，并对空间变量x

积分（这里把时间变量看成参数），按照傅里叶变换的定义，我们采用如下

的傅氏变换对：  
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于是原定解问题变换为下列常微分方程的定解问题

上述常微分方程的通解为

代入初始条件可以定出
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这样

最后，上式乘以 并作逆傅氏变换．应用延迟定理和积分定理得到

这正是前面学过的的达朗贝尔公式.
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为了说明傅氏变换法解非齐次方程特别简便，我们特举一强迫弦振动

问题：

 求解无限长弦的强迫振动方程的初值问题

解 根据与例1 相同的方法，作傅氏变换

例2
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我们容易得到原定解问题可变换为下列常微分方程的问题

上述问题的解为

利用傅氏变换的性质有
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代入得到

即得

故得到
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4.1.2 热传导问题

例 3  求解无限长细杆的热传导（无热源）问题

解 作傅氏变换 

定解问题变换为
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常微分方程的初值问题的解是
                            

再进行逆傅里叶变换，

交换积分次序
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引用积分公式

且令 

以便利用积分公式，即得到
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例4  求解无限长细杆的有源热传导方程定解问题

解  利用 

对定解问题作傅氏变换，得到常微分方程的定解问题 

上述问题的解为
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为了求出上式的逆变换，利用下面傅氏变换的卷积公式，即 

若 

则   

而积分
         

即为  

最后得到定解问题的解为
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4.1.3 稳定场问题

我们先给出求半平面内 拉普拉斯方程的第一边值问题的傅氏变换系统

解法（可以与格林函数解法进行比较）

例 5 定解问题

解 对于变量 作傅氏变换，有

数理方程：第四章：积分变换法



定解问题变换为常微分方程 

因为 可取正、负值，所以常微分定解问题的通解为 

因为 ，故得到

常微分方程的解为

设 
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根据傅氏变换定义， 的傅氏逆变换为

再利用卷积公式 

最后得到原定解问题的解为

容易看出与格林函数解出的结果具有相同的表示式．
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例6  如果定解问题为下列第二边值问题

解    令 

即 

容易得到 满足定解问题为
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则根据上述稳定场第一边值问题公式

故得到
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本节介绍另一种变换法：拉普拉斯变换法求解定解问题． 

4.2.1 无界区域的问题

例4.2.1  求解无限长细杆的热传导（无热源）问题

(4.2.1)

由于要作傅氏变换的函数必须定义在 上，故当我们讨论 

半无界问题时，就不能对变量 作傅氏变换了． 
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4.2 拉普拉斯变换解数学物理定解问题



由此原定解问题中的泛定方程变为 

对方程(4.2.3)实施傅氏逆变换来进行求解.利用傅氏逆变换公式

【解】 先对时间 作拉氏变换 
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(4.2.3)

(4.2.2)



以及卷积定理

得方程(4.2.3)的解为

(4.2.4)

(4.2.4)式作拉氏逆变换,并查阅拉氏变换表， 

得原定解问题(4.2.1)的解为
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(4.2.5)



(4.2.6)

解首先作变量 的拉氏变换 

原定解问题即为

4.2.2半无界区域的问题

例 2 求定解问题
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(4.2.7)

(4.2.8)



易得到(4.2.8)式的解为
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(4.2.9)

(4.2.10)

又 故(4.2.11) (4.2.12)

由于
及拉氏变换的卷积定理(4.2.13)

(4.2.14)

最后,得原定解问
题的解为 (4.2.15)



例3 求解在无失真条件下 

电报方程的定解问题

（4.2.16）

解令 并考虑到无失真条件则原方程(4.2.16)化为 

（4.2.17）
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(4.2.18)

上述问题的解为

因为 

若对时间 作拉氏变换有

于是定解问题(4.2.16)化为下列常微分方程的边值问题:
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于是

最后利用拉氏变换的延迟定律,得定解问题(4.2.16)的解为：

或

(4.2.19)

所以 
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